Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



"\M.<aKf-oo% .tf 



I 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



<o 



^1 



o 



VORLESUNGEN 



ÜBER 



KREIS- UND KUGEL-FUNCTIONEN- 

REIHEN. 



VON 



Db. JOHANNES ^LSSCKAVF, 

PB0FXB80B AN DXB UNIVEBBITÄT OBAZ. 




LEIPZIG, 

DRÜCK UND VERLAG VON B. G. TEÜBNER. 

1897. 



-WLoudU. ^ooss.^7 



\v 



av 



I, r 



ü"C0U- 



c 



/■ 



uüT 



1898 






n'^ 



ALLE »ECHTE, 
EINSCHLIESSLICH DES ÜBEBSETZUNGSBECHTS, VOBBEHALTEN. 



Vorwort. 



Der Verfasser dieser kleinen Schrift pflegt in seinen Vor- 
lesungen über Analysis die trigonometrischen Eeihen jedesmal, 
die Kugelfanctionen abwechselnd mit ausgewählten Capiteln aus 
der Integralrechnung soweit zu behandeln, dass der Studirende 
im Stande ist, die Kugelfunctionen in der mathematischen Physik 
mit Erfolg anwenden zu können. Diese Vorträge bilden den 
Inhalt der vorliegenden Schrift; man darf daher kein Specialwerk 
erwarten, in welchen Untersuchungen auf Functionen angewendet 
werden, die vielleicht in der Natur gar nicht vorkommen, sondern 
nur theoretisches Interesse bieten. Die Beschränkung auf die gewöhn- 
lichen bisher in der Naturwissenschaft verwendeten Functionen 
dürfte umsomehr gerechtfertigt sein, da dies selbst Biemann in 
seinen Vorlesungen gethan zu haben scheint, wie dies aus den 
von K. Hattendorf herausgegebenen „Vorlesungen über partielle 
Differentialgleichungen und deren Anwendung auf physikalische 
Fragen" hervorgeht, in welchen Biemann gerade den Kern seiner 
berühmten Arbeit „Üeber die DarsteUbarkeit einer Function durch 
eine trigonometrische Beihe" (Gesammelte Werke, XII) unberührt 
gelassen und dem Inhalte nach Dirichlet gefolgt ist. 

Die Darstellung dieser Schrift ist eine ganz elementare, so 
dass Jedermann, der sich durch etwa ein Semester mit Analysis 
beschäftigt hat, sich ohne Mühe den Inhalt aneignen kann. Der 
Hauptwerth dieser Schrift dürfte in der Kürze und Einfachheit 
der Convergenzuntersuchungen der hier behandelten Beihen liegen, 
welche für die nach Kreis- und Kugelfunctionen fortschreitenden 
in ganz gleicher Weise durchgeführt sind. Auf diese Theile legt 
der Verfasser deshalb besonderes Gewicht, da selbst Dirichlet 
in seinen „Vorlesungen über die im umgekehrten Verhältniss des 
Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfte" (herausgegeben von 
Dr. F. Grube) (vergl. das Vorwort zur ersten Auflage) „diesen 
Beweis nur wegen der Kürze der Zeit weggelassen" und auf 
seine Abhandlung (in Crelle's Journal Bd. 17) hingewiesen hat. 



IV Vorwort. 

Der hier mitgetheilte Beweis erfordert, die Kenntniss der Eigen- 
schaften der Kugelfanction vorausgesetzt, kaum eine Vorlesungs- 
stiinde. 

Anwendungen der Kreis- und Kugelfunctionenreihen auf 
physikalische Aufgaben wurden in dieser Schrift ganz aus- 
geschlossen. Hinsichtlich jener der Kugelfanctionen möge auf 
den zweiten Band von Dr. E. Heiners „Handbuch der Kugel- 
functionen", auf die früher erwähnten Dirichlet'schen Vorlesungen, 
auf Franz Neumann's „Vorlesungen über Theorie des Potentials 
und der Kugelfanctionen" und auf die ebenfalls von K. Hatten- 
d r f herausgegebenen Vorlesungen Riemann's „Schwere, Electri- 
cität und Magnetismus" hingewiesen werden. Bezüglich der 
trigonometrischen Reihen findet man ohnedies in jedem physika- 
lischen Handbuch gelöste Aufgaben; eine reiche Auswahl bieten 
auch die früher genannten Vorlesungen von Biemann über „Par- 
tielle Differentialgleichungen". 

Bei der Correctur des Druckes wurde der Verfasser von 
seinem ehemaligen Schüler Herrn Professor Dr. Alois Walter 
unterstützt, wofür er ihm seinen verbindlichsten Dank ausspricht. 

Graz, im November 1896. 

Johannes Frischanf. 
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Erster Absclmitt. 

Beüienentwicklimg naoh Sx eisfunotionen. 



1. Die Summen 

«==n— 1 t' ««— 1 

Cn = /, COS ia, iSi, ==^j sin ia 

»=o »=o 

werden auf die folgende Art bestimmt. 
Man setze in 

sin (ä; + y) — sin (cc — ^) = 2 cos x. sin y 

cos (x — y) — cos (x -}- y) = 2 sin x smy 

x=^ia^ y = Y? * = 0,l,...w — 1 
und addire die erhaltenen Gleichungen. Damit wird 

sin 1^ + sin ^n — - j a 



1) 0, 



2 sm — 
2 



a / 1\ 

cos -- — cos ( « — — I Ö 

^) *■ — \ . l '^ ■ 

2 sm -- 
2 

Aus dem Ausdrucka für C« folgt 

sin tw — —Ja 



3) ~ + cos a -f- cos 2a -f- (- cos (w — l) a = 



2sm — 
2 



Ist na === 2A;7r, wo h eine ganze Zahl ist, so wird der Zähler 
dieser Ausdrucke gleich Null, der Nenner wird auch Null, wenn 
a gleich 2% oder ein Vielfaches von 2 je ist. In diesem Falle wird 

Cn = fi^ Ä« = . 

Frischauf, Yorlesungen. 1 
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2. Um die Summen 

t =n-— l 

Cn = /. COS ipa . cos «ga 

t=n— 1 

/S« = /, sin ijpa . sin iqa 

T» =2" sin ii.«. cos ig«, 

WO a == 2jr : w ist, p und g ganze Zahlen bedeuten, Q' < w, zu 
bestinmien, setze man 

2 cosijpa • cosiga == cosi(p — ä')a + cosi(jp + 9^)^ 
2 sin ipa • sin i^a = cosi{p — q)a — cosi{p + Q)<^ 
2 sin ipa • cos iqa = sin i{p — 3')« + sin *(2) -^ q)<^ 

und wende die Gleichungen des vorigen Art. an. 

Man erhält für (7„ den Werth Null, wenn nicht p ^q = Jcn 
ist, wo h eine ganze Zahl (einschliesslich Null) bedeutet. Sind 
zugleich p -{- q und p — q Vielfache von w, so muss (wegen 

q <,n) q = Y^ jp = Jen + ^ sein, in diesem Falle erhält man 

Cn = n. 
Sind nicht zugleich p -■{- q und p ■^— q Vielfache von w, so ist 

Für 8n erhält man Null, wenn nicht p ^q=kn ist, und 
wenn q = —^ p = Jen + -g- ist. Ist aber j? — q = Jen^ oder 
p -|- g = jfc«, so erhält man 

Der Werth von T„ ist immer Null. 

3. Es seien für die Function f(a)) die Functions werthe 

für die Argumente 

a; = 0, Xt = a ^ . . . Xi = ia y . . . Xn— i == (w — l)a, 
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wo na = 2yc ist, gegeben. Man bestimme aus diesen Angaben 
die Coefficienten der Beihe 

f(x) = -4^j -(- J-i cos o; + -^2 cos 2a; + * • • 
-\' B^ sin X -\- B^ sm2x -\- ' ' ' 

Aus den n Gleichungen 

Xi = Äq -\' Ä^ Costa -f- Ä^ cos 2ia + • • • 
-f- B^ sin ia -f- B^ sin 2ia -|- • • • 
i = 0, 1, ... i, ... w — 1 

erhält, man n Coefficienten A und B. Zur Bestimmung von Äq 
multiplicire man diese Gleichungen nach Art. 2 mit den Elimi- 
nations-Pactoren 

1 ^ cos ga , ... cos iqa , ... cos (w — l)qct 

und addi're die erhaltenen Gleichungen. Man erhält nach Art. 2 

^ i- COSi^a = Y (Ä^g + Än^g + Ä2n-q H 

+ A + ■^+? + ^2n+5 H ) • 

Ist q gleich Null, so wird 

ian— 1 

^Z, = «K + ^, + ^,. + . . .); 

ist g' von Null verschieden, so fällt Ä^g weg. Ist n gerade, so 
können für q alle Zahlen 

0, 1, 2, •■• |- 

gesetzt werden, für q = -^ wird 

^ i- cos yia = w(.4.^ + ^8n H ) , 

weil wieder -4^ und Än—g ... sich vereinigen. Ist n ungerade, 
kann man für q alle Zahlen 

0,1, 2, ...*'-* 



2 

setzen; grössere Zahlen, als g = — oder — -^ — geben keine neuen 
Werthe. 



4 Erster Absclinitt. 

Zur Bestimmung von Bq multiplicire man diese Gleichungen 
mit den Eliminations-Factoren 

0, sin qa^ ... sin iqa^ ... sin (w — i)q(i 

und addire die erhaltenen Gleichungen. Man erhält nach Art. 2 

^X,- sin qia = y ( JB^ — Bn-^q + Bn^q ) . 

»•=0 

Ist n gerade, so kann man für q alle Zahlen setzen von g == 1 bis 
q= -^ li ist n ungerade, so kann q = 1 bis q = — 5 — 

gesetzt werden. 

Ist die obige Beihe derart convergent, dass man Än—q gegen 
Aq^ Bn—q gegen Bq vernachlässigen kann, so erhält man aus 

den n Werthen Zo, Xi . . . X»_i, wenn n gerade ist, -5- + 1 



2 



n 



Cosinus- und — 1 Sinus-Coefficienten; ist n ungerade, so er- 

hält man 7" Cosinus- und —r — Sinus-Coefficienten; in beiden 

Fällen im Ganzen n CoefQcienten. Am genauesten werden dabei 
Aq und An erhalten. 
T 
In der Praxis ist es zweckmässig w = 4w zu setzen, weü 

dann die Sinuse und Cosinuse von 0, 90®, 180**, 270** vor- 
kommen. 

Zusatz. Sind weniger Coefficienten zu bestimmen alsFunctions- 
werthe gegeben sind, so sind die Gleichungen zur Bestimmung 
der Coef&eienten dieselben, welche man erhält, wenn man diese 
Coefficienten aus den Werthen Zo, Xi ... X^—i nach der Methode 
der kleinsten Quadrate bestimmt. 

4. Besondere Fälle. 

I. Ist /•(27t — x) = + f(x) , 

so vereinigen sich in den Cosinus-Summen zwei Posten Xi cos qia 
und Xn—i cos q(n — i)a, «=1, 2..., während die Sinus- Summen 
NuU werden. Es ist daher 

Bq = 0. 

IL Ist f(2n — x) == — f(x)^ so wird 

/•(«) = o, A = ^, A, = f 
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und für n gerade An = Äq. Ist ausserdem Xq == 0, so ist 

T 

Äg = 0. 

Beispiele. Der in Art. 3 und 4 dargestellten Punctions- 
bestimmung bedient man sich dann, wenn nur die Functions- 
wei-the f{x) (für x = ia) gegeben sind, oder die Entwicklung 
der Function in eine Sinus- und Cosinus-Beihe weitläufige Bech- 
nungen erfordert. Das Verfahren soll an nachfolgenden Beispielen 
erörtert werden. 

Zur Bestimmung der Polar-Coordinaten r, v des Ortes eines 
Himmelskörpers in einer elliptischen Bahn dienen die Gleichungen 

M = a? + e sin w, r = a — ae cos w 

sin -r- (v — w) = sin — 9 sin uy — , 

wo e = sin(]p die Excentricität, a die halbe grosse Axe bedeutet; 
die Grösse x (mittlere Anomalie) ist der Zeit proportional. 

Es sollen für a = 1, e = 0.01677106 (für die Erde) die 
Beihen für r — 1 und v — x entwickelt werden. Setzt man 
w = 8, so erhält man 

Wj= 45M1' 15:25, Wa = 90^57'38''79 
t«3 = 135^40' 17:25, % = 0, 1*4= 180^ 

Für f{x)==r — 1 erhält man in Einheiten der achten Stelle 

/•(O) = — 1677106, /•(!) = — 1171577, /•(2) = + 28122, 

/•(3) = + 1199709, /•(4) = + 1677106; 

daraus erhält man 

f(^x) = 14063 — 1676927 cosa; — 14060 cos 2a; — 179 cos 3a; 

— 3 cos 4a;. 

Setzt man v — 00 = f(x)^ so erhält man 

f(p) = 0, f{i) = + 4965':i8, f(2) = + 6917':26, 

/•(3) = + 4820':21, /•(4) = 0; 

daraus erhält man 

f(x) = + 6918':29 sina; + 72'' 48 sin 2a; + l':03 sin 3a?. 

Die Coefficienten dieser Entwicklungen weichen von directen Ent- 
wicklungen, welche U. J. Leverrier*) für denselben Werth der 



•) Annales de Tobservatoire imperial de Paris. T. IV. 1868. 
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Excentricität gegeben hat, entweder gar nicht oder nur um wenige 
Einheiten der letzten Stelle ab. 

5. Wird n unendlich gross vorausgesetzt, so können die 
Werthe 

0, a, 2a, . . . ia, . . . (w — l)a 

als stetig aufeinanderfolgende Werthe von x = bis x = 27t 
betrachtet werden. Multiplicirt man die Gleichungen für Äq und 

Bo mit 2 7t und setzt ia = i — = ^, — == dz, so trehen diese 

über in 

Jf{fi)dz = 2%A^ 



Jfiß) COS qz dz = TtÄq 
Jfiß) sin qz dz = nBq . 



Für die besonderen Fälle des Art. 4 erhält man 
I. Ist f(27t — x) = f{x)^ so wird 

n 

Jf{z)dz = %A^ 





Jf{z) cos qzdz =^ -^ Ä^ 



Bq = 0. 



n. Ist f(2n — x) = — /*(i»), so wird 



Äq = 



it 





Zusatz. Die eben erhaltenen Ausdrücke erhält man am 
einfachsten dadurch, dass man, 

f(z) = Aq -\- A-^^ cos z -j- '- ' 
-\- Bi sin z '•^- ' ' ' 

vorausgesetzt, die Werthe der Integrale 
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jf{z)dz^ jf(^) cos qa dz^ Jf(/) sin qz dz 



bestimmt*). 

6. Diese Ableitung des Ausdruckes der Function f{x) durch 
eine nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von x fortschreitende 
Reihe ist nicht strenge, da der Uebergang von einem endlichen 
n zu einem unendlich grossen n gar nicht gerechtfertigt wurde. 
Für die Begründung dieser Formel soll die Summe von n Gliedern 



JSo 



%8n=^. ff(z) cosi{z — x)dz^ 



wo für i = die Hälfte des Gliedes zu nehmen ist, bestimmt 
werden, und dann die Frage erörtert werden, welchen Werth Sn 
annimmt, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird. 

Für die Convergenz der Reihe Sn ist zunächst erforderlich, 
däss ihre Glieder unendlich klein werden, wenn ihr Stellenzeiger 
unendlich gross vorausgesetzt wird. Dazu sind gewisse Eigen- 
schaften der Function f(x) nöthig; sind die hieher gehörigen 
Fragen beantwortet, so bietet die Beantwortung der Hauptfrage 
keine weitere Schwierigkeit. 

7. Es sollen ÜQy a^, a^ ... positive Zahlen bedeuten, und 

^n = «0 — ^ + ^ — • • + a«. 

I. Ist a^ > «1 > ag . . . , so ist wegen 

Sn =^ S2r (flt2r-f 1 Cl2r-\-i) * " * 

Sn == ^2r4-l + (ö2r-f2 Ö2r+3) "t" ' * * ? 

^2r+l < ^n < ^2r, 

also auch Sn<CaQ. 



*) Dass die Goefficienten der trigonometrischen Reihe auf diese 
Art bestimmt werden, um eine ganz willkürlich (graphisch) gegebene 
Function darzustellen, hat zum ersten Male Fourier in einer der 
französischen Akademie am 21. Dec. 1807 vorgelegen Arbeit aus- 
gesprochen. Diese Reihen werden daher auch „Founer'sche** genannt. 
Den ersten strengen Beweis der Convergenz lieferte Dirichlet (Grelle, 
Journal für Mathematik, Bd. 4) 1829. 

Die Geschichte der Untersuchungen über diese Reihen ist aus- 
führlich enthalten in der berühmten Abhandlung von B. Riemann 
„Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eme trigonometrische 
Reihe**. Habilitations- Schrift vom Jahre 1864; in B. Riemann's „Ge- 
sammelte Werke und wissenschaftlicher Nachlass**. XII. 
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II. Ist aQ<i a^ <Ca2 • • • » so ist wegen 

Ä2r = «0 + (^ «l) + («4 — Oj,) + • • • + («2r OSr-l) 

8ir-\-l = («0 ~ «l) + («2 " «jj) H f- (Oir — «»r+l) 

52r positiv, S2r-^i negativ und Sn absolut kleiner als «»• 
8. Es sei 

a 


zu bestimmen, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird. 

Es seien «i , ofg , ... die Wurzeln der Function sin na; im 
Intervalle von a; = bis o? = a, a wird dabei als ein Vielfaches 

von — vorausgesetzt; ist dies nicht der Fall, so vergrössere man 

in dem obigen Integral a bis zum nächsten Vielfachen von — • 

Man zerlege J' in 

I. Nimmt f{x) im Intervalle o; = bis x = a stetig ab, 
so ist 

1 f{x) sin wa; • da; = /*(j3r) / sin wa; • da; = — ( — l) f{ßr) , 

wo ßr oin Mittelwerth zwischen «^ und «r-f i ist. Das Integral 
J verschwindet nach Art. 7, I, wenn n unendlich gross wird. 

n. Dasselbe gilt nach Art. 7, 11, wenn f{x) von x =^ 
l)ig X = a stetig zunimmt. 

Daraus folgt, dass das Integral 

jf{x)^mnxdx 

a 

verschwindet, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird, sobald 
f(x) im Intervalle x ^=^ a bis a; = 6 stetig fortgesetzt zunimmt 
oder fortgesetzt abnimmt. Dasselbe findet statt, wenn f{x) eine 
solche Function von x ist, dass sie im Intervalle a; = a bis 
^ = {) abtheilungsweise zunimmt oder abnimmt und abtheilungs- 
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weise stetig ist*), denn auf jede dieser Abtheilongen kann der 
eben erwiesene Satz angewendet werden. 

in. Wird fix) zwischen a und &, etwa für o; = c, un- 
endlich, ist 

ff(x)dx 

a 

endlich, besitzt f{x) im Bereiche**) von x = c nicht unendlich 
viele Maxima und Minima, so wird 

b 

Jfip) ^mnxdx 

a 

verschwinden, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird. 

Das Unendlichwerden einer Function f{x) für x =^ c ist am 
häufigsten derart, dass (x — cyfipc) für ein positives hinreichend 
gross gewähltes v im Bereiche von x =^ c endlich bleibt, etwa 
"^A, Ist nun v < 1 , so ist der Betrag 

c — d c — d 

= j4-(ei--.(-d)i-v), 

also verschwindend klein, wenn ö und b als verschwindend klein 
vorausgesetzt werden. 

Ebenso verschwindet 

c e 

/ log xdx= \x log X — x\ ' 



Unter solcher Beschränkung soll f{x) eine integrirbare 
Function genannt werden, wenn für jede Unendlichkeitsstelle 
(etwa c) von f{x) im Intervalle o? = a bis a; = fe 

c4-« 
Jf{a)dx 

c — d 

verschwindet. 



*) Abtheilnngsweise heisst, dass zwischen a und h eine end- 
liche Anzahl von Werthen c < <i < « • • • Hegen, wo die Function in 
den Intervallen (a, c), (c, d), {d. e) ... entweder nur zunimmt oder nur 
abnimmt, und stetig ist. 

**) Bereich eines Werthes c sind die sämmtlichen zwischen c — 8 
und c + * liegenden Werthe, wo 6 und e von einer durch die Unter- 
suchung bedingten Kleinheit vorausgesetzt werden. 
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Für den Beweis von HI beachte man, dass untef den obigen 
Voraussetzungen die Function f{x) von x = c — S an bis x = c 
und von x = c bis x = c -\- e mit de,mselben Vorzeichen ver- 
sehen betrachtet werden kann*). Nun ist 

c-f-« c c-j-e 

Jf{oc) minxdx =Jf(x) ^innxdx -\'jf(x) sixxnxdx^ 

e — 6 c — J c 

da im ersteren Integral f (x) im Intervalle c — d bis c nicht 
das Zeichen ändert, so ist dasselbe absolut kleiner als 



ff(x)dx, 



0^0 

ebenso ist das zweite absolut kleiner als 



Jf{x)dX', 



beide Integrale, also auch 



Jf{oo) sin nx dx 

c — 6 

verschwinden, wenn ö und b unendlich klein vorausgesetzt werden. 
Dasselbe findet auch statt, wenn f{x) im Intervalle x = a 
bis a? = & mehrere derartige Unendlichkeitswerthe besitzt. 

IV. Besitzt aber /'(a?), wenn f{c) unendlich ist, im Bereiche 
von OJ = c unendlich viele Maxima und Minima, so muss der 
Werth des Integrals in dem Intervalle c — d bis c + « besonders 
untersucht werden, wie an dem nachfolgenden Beispiele erläutert 
werden soll. 

Es sei 

''(^) = Ä(^'^^i)' o<''<i. 

f(x) sinwa; = vx'^~^ sin — sin na? — x^''^ cos — sinWÄJ. 

' ^ ^ X X 

2 1 x'*'~^ cos — ^mnxdx = j x*'~^ sin( f- nxjdx 



-f^-'Mi-'-y- 



*) Das Vorzeichen von x ^= c — S bis a; = c kann von jenem 
von x =^ c hiB x =i c -\- B auch verschieden sein. 
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Setzt man y = [-na;, 

SO wird 

ya+» = -^ + «a — (i — «)ä + ^5 Ä> 

Die Function y hat bei a == 1 : y« ein Minimum, ihre 

Aenderungen sind im Bereiche von a; == 1 : "j/n von der zweiten 
Ordnung. 

Bestimmt man den Betrag 

Z7 = 1 x^~^ sin ( f- nx\dx^ 

• a — d 

SO kann S derart gewählt werden, dafs für ein unendlich grosses n 

— s= ynS unendlich klein, hingegen -g unendlich gross wird. 

_^ 
Man braucht dazu z. B. nur ^ = n ^ zu setzen , dann wird 

— = n ® , — i = w* • Dann kann von x = a bis a + d 

3/ = ^ + ^8 , — + wa == & = 2 yn 

gesetzt werden. Damit wird U", da im Intervalle a bis a + d 
die Grösse a;"""* = a""^ gesetzt werden kann, 

Z7 = a""* 1 sin ( 1- nxXdx + a*~* 1 sin ( f- nxj dx ; 

a — 6 a 

ersetzt man x durch y, so wird 

wo das obere Zeichen gilt für aj > a, das untere für x <ia. 
Damit wird 

b ^ 6 + 6' 

y 



—r « ^/siny, .a^s/siny 



* » 



6-1-6' 6 

6+6' 6' 



»'— •«" / siny _ V—— /sin(y-|-6). 



6 
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wo b' = -j mit n unendlich gross wird. Nun ist 



00 



8in(6 + y) 





damit wird 



dy = y^am(b + ^)*), 



1 — 2v 



ü=y^'n * sin(2y^ + ^)- 

Wird für a ein Werth zwischen und 1 : yn genommen, 
so kann man far die Werthe. x von a — ^ bis a + ^ 



y 



= - + wa — (-, — w) (a; - ä) 



setzen; das Integral innerhalb dieser Grenzen wird von der Ord- 
nung a^, also verschwindend klein. Dasselbe gilt auch für 






x^~^ sin ( nxj dx . 



Da also (ausser U) die übrigen Bestandtheile des Integrals J 
bei unendlich grossem n verschwindend klein werden, so wird 

i—iv 
J. i->^rt * 8in(2y^ + ^); 

ein Ausdruck, welcher für v < -^ unendlich gross wird, während 

das Integral 

« 

/ f(j^) dx = 0^ wenn < v < ^ * 



Aus der Berechnung des Integrals / geht hervor, dass im Be- 
reiche von X = 1 :]/w die raschen Aenderungen der Zeichen von 
f(x) durch den Factor sin wa? derart compensirt werden, dass 
die Bestandtheile des Integrals sich summiren. 

V. Das Integral J bleibt endlich, wenn 

q>(x) 



nx) = 



X 



gesetzt wird, wo g)(x) von x = bis x =f= a endlich und ab- 
theilungsweise stetig ist. 



*) Dieses Integral wird in Art. 16, III ausgewerthet. 
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Zerlegt man das Integral von bis a in die Theile von 
bis e und von a bis a, wo e verschwindend klein ist, so kann 
im Intervalle von bis b g>(x) als constant = (p(p) angesetzt 
werden, es wird daher 



wenn nx = gesetzt wird; iSsst man mit wachsendem n die 
Grösse s derart abnehmen, dass ns unendlich gross wird, so wird 



e a 

flK^ = I ^(0) und zugleich J?M|£!^ 



dx = , 



Würde mit in das Unendliche wachsendem n na = 1) eine end- 
liche Zahl, so wähle man ^ > 8 derart, dass nö mit n unendlich 
gross wird. Dann wird 



a 



I ^^ sinnxdx = I -\- I -{- I 
« d 

8 fr 



/ 



= <p{0)ß, 



^mnxdx = <p(0) I dz 



X ^ V ^ 





<» 



I ^-^ sin nx dx = g>(0) / dz ; 

e fr 

die beiden letzteren Integrale zusammen geben 

1-9(0). 
Daraus folgt: wird n unendlich gross, so ist 



5^^ sinnxdx = —<p{0)y 



ß 





/ 



^ ^ ^ ^mnxdx = 0^ 



X 



letztere Gleichung für ein unendlich kleines « nur dann, wenn 
ns unendlich gross wird. 



14 Erster Absclmitt. 

Für das Integral 

fr 

a 

gelten die Sätze in I — IV unverändert, dagegen gilt nicht mehr 
der Satz Y, deshalb, weil das Integral 



a 
COSO? 






sinnlos wird*). 

9. Zur Bestimmung der Summe 8n des Art. 6, wobei f{x) 
als eine im Intervalle a? = bis x = 2% gegebene integrirbare 
Function, welche in keinem Bereiche dieses Intervalles unendlich 
viele Maxima und Minima besitzt, vorausgesetzt wird, setze man 

f{z) dz '^ cos i(js — x) 

und setze nach Art. 1, 3) 

•'=«« sin (2w + 1) "~ 



^^ cos i(z — x) = 



damit wird 



^^ ^ . e — X 

,_-o 2 sm — - — 



2 TT 

Z — X 



2 




sin(2w + 1) 



. z — X 
sm— 



dz 



Setzt man 



z — X 



*) Der Grund des Nullwerdens der in diesem Art. behandelten 
Integrale bei in das Unendliche wachsendem n liegt darin, dass in 
dem unendlich kleinen Intervalle 2n:n die Grösse nx sich um 2n 
ändert, während f(x) als constant betrachtet werden kann. Nur, wenn 
die Aenderungen von f{x) derart vor sich gehen, dass in dem Inter- 
valle 27t :n die Werthe f{x) sinnrc oder f(x) coswa; sich nicht auf- 
heben, verschwinden diese Integrale nicht. Aber im Beispiele lY muss 

3 

f{x) sogar unendlich gross werden von der Ordnung 5—, damit 

diese Beträge resp. endlich- oder unendlich -gross werden. 
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so wird 



S.= 



X 

* — F 



X 

8 



I. Liefift X zwischen und 2 tu, so wird -: — nur für y = 
° ' siny ^ 

unendlich gross; man zerlege dann das obige Integral in 

WO d und e unendlich klein, nd und ns unendlich gross voraus- 
gesetzt werden. Das erste und dritte Integral sind verschwindend 
klein, das mittlere 



/■=/-/■ 









da man in dem Intervalle — d bis -}- f siny = y setzen kann; 
f{x + 0) bedeutet den Grenzwerth von f{x + 2y) (oder f{x + y)), 
wenn y bis zur Null abnimmt. 

Ist im Bereiche von x die Function f(x) stetig, so ist 

f(x — 0) = fix-\-0). 

Man erhält daher fOr die Stellen, wo f(x) stetig ist, 

für jene Stellen, wo f(x) von f(x — O) auf f(x-\-0) überspringt, 

Ä« = V (/"(a; — 0) H- f (0! + 0)) . 
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n. Für ÄJ = wird 

Z 



. r 8in(2n + l)~ 



Zerlegt man das Integral in 

%n ä 27t— a %n 

SO wird das mittlere Integral Null, das erste wird «/*(-[- O), 
das dritte nfi^n — 0), also 

^n = Y (/*(+ 0) + A2« — 0)). 

ni. Für x=2% erhält man denselben Werth für 8n . 

10. Man kann das gewonnene Besultat auch folgendermassen 
aussprechen: Ist am umfange eines Kreises vom Badius Eins 
eine eindeutige integrirbare Function f{x) ausgebreitet, welche 
im Bereiche keiner Stelle des ümfanges unendlich viele Maxima 
und Minima besitzt, so ist der Werth der unendlichen Beihe 



<=« 



iit 



■^2 J/*Wcosi(xf — a;)(f^, 

«==0 Q 

WO für i = die Hälfte des betreffenden Gliedes zu nehmen ist, 

f{x) für jede StetigkeitsteUe, 
Y if{x — 0) + fix + 0)) für jede Sprungstelle. 

Ist f{p) von f{2n) verschieden, so ist dieser Punkt des Ümfanges 
als Sprungstelle zu betrachten. 

11. Besondere Fälle. 
I. Ist f{2^^x) = + f{x), 

so werden die Sinuscoefficienten Null, 

n n 

Ä^^^-^ I f{z)dz , Än = — I f(0) cos ne dz . 
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Die Reihe 

f{p^ = Aq-\- A^ cos ÄJ -f- -^2 cos 2a: -(- • • • 

gilt für alle Werthe von a; = bis oj = tt, die Zahlen und n 
eingeschlossen. 

11. Ist f{2n — x) = — f{x), also f{%) = , 
so werden die Cosinuscoef&cienten Null, 

Bn = — I f{^) si^i ^^ ^^ ' 



Die Reihe 

f(x) = jB^ sin a? + ^2 sin 2aJ + • * • 

gilt für alle Werthe von x zwischen den Grenzen und tc; für 
X = giebt die Reihe den Werth Null, die vorige Gleichung 
gilt daher nur dann für a; = 0, wenn f(p) = ist. Für x = 7t 
ist ohnedies f(7t) = 0, die vorige Gleichung daher giltig. 

Ist die Function f(x) nur von x = bis x = tc gegeben, 
so muss sie zur Anwendung dieser Formeln derart von x = n 
bis a; = 2 TT fortgesetzt gedacht werden, dass sie die Bedingungen 
I und II erfüllet. Ist für 11 f{7t) von Null verschieden, so ist 
zu berücksichtigen, dass die obige Reihe für x = n das arith- 
metische Mittel von f(7t) und — /"(jt) d. i. Null liefert. 

Dadurch unterscheidet sich die Sinusreihe von einer con- 
vergenten Potenzreihe; für eine solche ist f(7i — s) von /*(jt) 
nur um eine mit verschwindendem s ebenfalls verschwindende 
Grösse verschieden, während die Sinusreihe für x = 7t — e eine 
endliche Grösse liefert, für a; = 7t den Werth Null giebt. Aehn- 
liches gilt auch für die nach Sinus und Cosinus fortschreitenden 
Reihen. 

12. Beispiele. I. Es sei von x = bis x = n f(x) = l. 
Die Cosinusreihe liefert 

Die Sinusreihe liefert 

-j 2 1 - 008 w;r 

Jon = — • , 

4 1 

-B2m = , ^2m+l = ^ ' gw + 1 ' 

1 = — (sin aj 4" Y si^ 3^ 4" * * 7 ? 

Frischauf, Vorlesangen. 2 
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welche Gleichung für alle Werthe von x zwischen und n gültig* 
ist, für X = und x = n nicht giltig ist. 

IL Es sei von x = bis x = n f(x) = x. 

Man erhält 



^ 



X 



= ~ [-J- - 2 (cosa; + p cos 3a; -I )J, 



X = 2 (sin X — — mi^x -{- ^ miZx — • • •) , 



die zweite Gleichung gilt für o? = 0, aber nicht für x = %, 
Setzt man in der ersten Gleichung x = 0^ so erhält man 

m. Es sei von o? = bis r» = ^ f(p) *^ ^i ^^^ ^ *^ "2" 
bis a? = TT f{x) = 7t — X. 

Für die Coefficienten erhält man 

n 
n ~% ft 

I f(js)cosn0d0 '^ I g co^n0d0 -\- !.{% — z) QO%nzdz^ 

Ä 



8 



n 
n T 



/ f{ss) sin nzdz = j z sianzdz -^ / (^^ "" ^) *i>* nzdz^ 

^ 

T 

damit wird 







1 + cosn« — 2 cosn ^ 
cos nz dz = 



n« 



"* 2 sinn y 
f(z) sin Wi? dj? = j ; 



-^ = ■4» -^4^ = 0, -44^ + 1 = 0, 

g 

"**•»+« = «(4M + 2)" ^m+8 — 0. 
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4 — 4 

fW = T-«(-2r- + -65- + •••). 

./ V 4 /sino; sinSrt; , sin 5a; \ 

^C'") = « (-P 8^ + -P )' 

welche letztere Gleichung auch für äj = und x == % giltig ist. 
Für o; = oder o; = tt erhält man aus der ersten Gleichung, 

für ^ = -ä' s-^s dör zweiten Gleichung 

8 1» ^ 3» ^ 6» T^ 

rV. Es sei von x = bis a; == — - /*(a5) «= 1, von aj :« — 

bis X = n f(x) = 0. 
Es ist 

2 1 2 2 

54m = 0, ^2m + l = -2^^i, -B4m + 2 = -4^^2- 

/"(a?) = Y'^'n V^^^ — y cos 3a; H j , 

/*(aj) = — (sin a; + Ysin2a; + -r-8in3a; + ---j; 

n 1 

für a; = -5- ist der Werth dieser Reihen -^ • 
2 « 

13. Statt dafs die Function f(x) von a; = bis x = 2it 
als gegeben vorausgesetzt wird, kann sie auch von x = — n 
bis X = -{- 7t als gegeben vorausgesetzt werden. In diesem 
Falle ist 

f(x) = Äq '\' A^ cos X -{' A^ cos 2x -\- ' • • 

-|- Pj^ sin a; + jBg sin 2a; + • • • , 



wo 






COS n0 dz , 

-iß 



f{fs) smnedg^ 



— n 
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und diese Eeihe liefert für alle Werthe von x innerhalb der 
Grenzen — 7t und -(- n den Werth 

Y (/■(a' — 0) + f(.x 4- 0)) , 
für X = — n und a; == + tt den Werth 

y(A« — 0) + /'(-« + 0)). 

Setzt man in diesen Formeln 

und ersetzt schliesslich y und (p durch x und /*, so erhält man: 
Ist f{x) von X = — a bis a; == -j- a gegeben, so ist der 
Werth der 8umme der Reihe 

-^0 + A cos^ + -^ cos 2 ^ H 

+ jBi sin ^ + ^2 sin 2 ^ H > 



wo 



-f-a -\-a 



^^^J^^**)*^*' ^ = j;;Jfiii)coBn^de, 



— a — a 



Bn = -^ j f(z) smn^ de 



a 

— a 



ist, für X zwischen + « 

i-(f(x-0) + f(x + 0)), 



2 

für rc = + a 



i.(/'(a_0)+A— a + 0)). 
Auch die besonderen Fälle des Art. 11, 

i. f(-x) = + f(x), n. f(-x)^-f(x), 

lassen sich ohne Schwierigkeit behandeln. 

14. Setzt man in der Formel des vorigen Art. 
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wo für i = die Hälfte des erhaltenen Gliedes zu nehmen ist, 
a unendlich gross voraus, und setzt 

« , in 

— = au. — = u. 

a ' a ' 

so kann man im Gliede für i = die Grösse 

d0 



-hjf^'^ 



00 



vernachlässigen, und die vorige Summe der Eeihe geht über in 

f{x) = — I duy I f{z) co^u{z — x)dz] ^ 



— OD 



WO X zwischen — oo und -|- oo vorausgesetzt wird. Diese 
Formel enthält den Fouri er' sehen Lehrsatz. An den Sprung- 
stellen liefert diese Formel den Werth 

i. (/-(a, - 0) + fix + 0)) . 

Ist f(x) nur für positive Werthe von x gegeben, so kann sie 
für negative derart fortgesetzt gedacht werden, dass entweder 

I. /•(— a;) = + fix) , oder H. f{— x) = -- f(x) 

ist. 

Setzt man 

C0SW(;8? — x) = COSU0 COSUX + sinUß SIHUX, 

so erhält man unter Voraussetzung I 

f(x) = — I cos ux du l \ f{z) cosuzdzj\ 



unter Voraussetzung II 



00 « 



f{x) = — j siauxdui I f{z) sin uz dz). 







III. Ist die Function f{x) nur für die Werthe von x = g 
bis x = Ji gegeben, wo g <ih ist, so kann diese Function will- 
kürlich derart fortgesetzt gedacht werden, dass sie Null wird 
für jedes x von x = — <x> bis x = g^ und von x = h bis 
flj = -|- oo. Die Fourier'sche Formel geht dann über in 
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QO 



f{x) = — I dul I f(e) cosu(g — x)ä0) , 

9 

WO g ^ixi Kh ist. 

An den Sprangstellen erhält man den Werth 

15. Beispiele. I. Ist für ^ ^ ic ^ Ä f(x) == 1, so erhält 
man nach m des vorigen Art. für g <.x <^h 



00 00 





Für die Sprungstelle x = g erhält man den Werth 



CO 



-1 = 1 C'h^^aLzji du , 

2 n J u 



n. Ist für positive a;, /"(a?) = c^**, wo k positiv voraus- 
gesetzt wird, so erhält man nach I des vorigen Art. 



/ 



00 







nach II des vorigen Art. 



« 







u sma;tt _ n ^kx 

-du = -^e 



in. Ist f(x) = AT"*, k positiv und < 1, 



OO QO 



= — fcosuxdul je coeuedzj 



X 

n 



GO 00 



= — f sin ux dul Iz siauedz). 

Setzt man in den inneren Integralen uz = y, so können die- 
selben von u unabhängig gemacht und daher als constante Factoren 
herausgehoben werden, es wird dann 
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OD OO 

= — / ** ~~ ^^^ uxdu ' f y" cos y dy 



u 

00 00 



== — \ u ^muxdu ' I y ^ sinydy, 





Für k = — und x = 1 wird 



«o 



n / P COBU du\^ / /• sin t* du\^ 

Setzt man )/t« als positiv voraus, so werden die Integrale 



00 00 

U 



/COS I* /* sin 1 



y«* 



positiv. Denn zerlegt man sie wie in Art. 8 in Theile von 
bis TT, TT bis 2 TT, .. . so wird 

00 yt to ■ ft 

j —r=-du== I f(u) cosudu^ I —j=- du = I f(u) sin u du , 





yü y« + u y^n -\- u 

Das erste der beiden Integrale zerlege man in die zwei Theile 

7t 7t 

von bis — und -5- bis tc und setze im zweiten Theile w == tt — u^ 
(dann wieder u statt w^), so wird 

7t 
00 T 

/—^^du= I (f(u) - /*(« — u)) cosudu. 

Da, wenn a < & ist, a + t« bei wachsendem u in grösserem 
Yerhältniss wächst oder abnimmt als & :+: t^, so nimmt f(u) ab 

und /"(jt — w) zu, wenn u von bis ^ wächst, für u = -^ 

werden diese beiden Beihen einander gleich, es ist daher 



/ 



coBudu I i/yt 
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Das Sinnsintegral ist, wie man unmittelbar ersieht, positiv; es 
ist daher 

oo 



/sint« , , "t / n 



u 



Damit wird für positive a 



oo 00 



v^ J ~W "*" ^^' 



und wegen 1/ — = sin — = cos — , 





00 





Setzt man Yu = x^ so wird du = 2xdx und 



00 



J cos (ax^ -\-h)dx = y]/^ cos (& + x) ' 





00 



J sin (ax^ -^h)dx = y]/^ sin (& + x) * 



Dieselben Werthe erhält man für die Integrale mit den Grenzen 
— oo und 0, also das Doppelte für die Grenzen — oo und -\- oo . 



Zweiter Abschnitt. 

Die Kugelfonotionen einer Veränderlichen. 



16. Die Bestimmung des Potentials irgend einer Masse 
erfordert die Berechnung des reciproken Werthes der Ent- 
fernung d des in einem Punkte {x\ y\ /) vereinigten Massen- 
elementes von dem Punkte {x^ y, z)^ für welchen das Potential 
zu bestimmen ist. 

Die rechtwinkligen Coordinaten (o?, y, z) kann man durch 
Polarcoordinaten ersetzen. Ist 

a; = r cos -d- X = r cos ^' 

y = r smO' cos q> y = t sin 'ö-' cos q> 

;ef = r sin 'S- sin 9> z = r sin «d*' sin q>\ 

so bedeutet r die Entfernung des Punktes (rc, y^ z) vom Coordi- 
natenanfang, die Grössen %• und g? können auf die folgende Art 
versinnlicht werden: Man beschreibe aus dem Coordinatenanfang 
mit dem Eadius 1 eine Eugelfläche, die vom Anfange nach dem 
Punkte (aj, y^ z) gezogene Gerade markirt auf dieser Kugelfläche 
einen Punkt jf, die positive a;- Achse einen Punkt A^ die a;^/- Ebene 
eine grösste Kreislinie ATJ^ wo -4 ?7 in der Richtung der positiven x 
gegen die positiven y genonmien wird; dann ist der Kreisbogen 
AM = Q^^ der sphärische Winkel UAM = g?. Nimmt man den 
Punkt A als Pol, den durch die o?^- Ebene bestimmten grössten 
Kreis als Nullmeridian, so ist % die Poldistanz, g? der Längen- 
unterschied, tp sin Q' der Bogen des Parallelkreises für den Punkt M, 
Die Grössen coS'9', sin -ö- cos 9, sin'9' sing) sind die rechtwinkligen 
Coordinaten des Punktes M der Kugelfläche. 

Die Entfernung d der beiden Punkte (a?, y, z) und {x\ y\ z) 
ist gegeben durch 
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ef * = r^ + r * — 2r/(cos d' cos ^* + sin d' sin '^' cos (9' — 9)) , 
eJ«=r2-(- /^— 2rr cosw, 
cos ca = cos -Ö" cos ^' + sin -^ sin '^' cos (9' — 9) ,* 

wo cö den Bogen üf Jf ' bedeutet. 
Damit wird 

1 1 

Ist von den Grössen r und r r < /, so setze man 

l^_ 1 

d ~ 



/■|/ri2f C08a, + (fy 



8etzt man ^ 

-T =** a , cos €9 = a? , 

so wird ^ ^ 

wo T ==^ ^ 



|/1 — 2aa; + a* 



17. Die Grösse T kann man in eine convergente Reihe nach 
Potenzen von a entwickeln, deren Coef&cienten ganze Functionen 
von X sind; bezeichnet man den Coefficienten von a" mit P»(^), 
so kann dieser auf die folgende Art bestimmt werden: 



T=(l - a(2a; — a)) = l+ai(2a; — a)a + a8(2fl? — «)*«*+ 



/ -\-/ 1\ 1-3-6-- (2» ■ 



2 



n— J) 

n 1 



Po = + 1- 

Die Glieder von P«(aj) werden erhalten 

aus das Glied 

a^(2a; — a)V a«(2a;) 



«— 1 , .V . .n— 8 



a„^i(2fl; — a) ««-1 — an-i(** ^ ^)(2a^) 



» — r , »r . » ^ » n— 2r 



a,_r(2a; — «) «— '' (— l)a«_r(**7*")(2») 
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fiir n gerade 



für n ungerade 

n-f-l n+l V«— l 



Der Coefficient von a;'*""*'' ist 

X . N»- 1 • 3 • 6 » • (2n — 2r — 1) 

'^ ^~ ^^ g'-rl (n — 2r)! ' 

dieser kann, wegen 

1 . 3 • • • (2n — 2r — 1) . (n — r) ! 2«-'' = (2n — 2r) ! 
= (n — 2r) ! (w — 2r + 1) . . . (2n — 2r) , 

umgeformt werden in 

/_ 1^*" (2n — 2r) • • • (n >— 2r + ^) 
^ ^ 2*r I (n — r) ! 

man ersieht, dass dieses Glied, n-mal integrirt, giebt 



Cr i)' /n 

also 






2) p„(^) = J_^(a;8_l)«. 

Eine dritte Form for den CoefQcienten von a?*'"*'' erhält man 
so: Multiplicirt man in l) den Zähler und Nenner mit 
(2« — 2r+ l)(2n — 2r + 3) • • • (2 n — l), und setzt (n — 2r)! 
= w ! : (n — 2r -|- l)(n — 2r -f" 2) • • • n, so wird dieser Coeffi- 
cient a» 

. 1 • 3 • 6 . • . (2n — 1) (— l)'"«(w — 1) . • (n ~ 2r + 1) 



*» J 2''r! (2n — l)(2n — 3) • • • (2*1 — 8r + 1) 
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Die Function Pn{oc) wird eine Kugelfunction genannt*). 
Für die Werthe x von — 1 bis -|- 1 ist sie reell und ihr grösster 
Werth ist -\- 1* Dies kann auf folgende Art erkannt werden. 

Setzt man x = cosy = -^ (e+y* + e^^*)» ^^ ^^^ 

_i_ __JL _JL 

T = (l — 2« cos y + «M = (l — aeY*j (l — ae-Y'J = 

Die Glieder mit a" zerfallen in zwei Gruppen, jedem mit dem 
Coefficienten a„_,a,c('*~"^*)y* entspricht eines mit dem Coef&cienten 
agan—»er^^'~^*^y\ deren Sunmie giebt 2a«_,a, cos(w — ^s)y. 

Die Summe dieser Glieder von s = bis s = -^ oder — - — , 

je nachdem n gerade — wo aber vom letzten Gliede nur die 
Hälfte zu nehmen ist — oder n ungerade ist, ist P« (cosy), es 
ist daher 

4) P„ (cos y) = 2^ an— aus cos (n ■— 25)y ; 

diese Summe nimmt ihren grössten Werth an für y == (oder 
X = -j- l) ; unter dieser Annahme ist 

T = Yzr^ = l+a + a*H |-a"H 

d. h. der grösste Werth von Pn(x) ist +1 for a? = -|- 1. Für 
X = — 1 erhält man Pn{^) = -f" 1 wenn n gerade, hingegen 
Pn{x) = — 1 wenn n ungerade ist. 
Für OJ = erhält man 

P2n(0) = (— l)'»a„, P2n + l(0) = 0, 

_ j_ 
wie man auch direct aus T = (l + «*) findet. 

18. Aus der Gleichung 

P,(a;) = -i~-^(a;2-l)« 
^ ^ 2«w! dx"" ^ ^ 

ergeben sich folgende Eigenschaften von P«(a;). 

*) Die Benennung ,,Eugelfanctionen^* bat Gauss in „Göttinger 
gelehrte Anzeigen" 10. Januar 1828 (Bd. 6, S. 648 der Werke): „. . . Ent- 
wicklung der Kugelfunctionen (so möchten wir die Functionen zweier 
veränderlichen Grössen, die allgemein jeden Punkt einer Kugelfläche 
bestimmen, nennen) in Reihen . . ." eingeführt. 
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I. Da (a?^ — 1)* 2n reelle Wurzeln gleich + 1 besitzt, so 
sind die n Wurzeln von Pn(pc) reell und liegen zwischen — 1 
und + 1. 

n. Es ist 

fP„,(ic)Pn(x)dx = 0, 
— 1 

wenn m von n verschieden ist, hingegen 

/Pm(x)Pn(x)dX = —T:^ I ^(X^^iy-^ix^-iydx-, 



— 1 ~1 



wird w < w vorausgesetzt, so erhält man durch w-maliges theil- 
weises Integriren 



4-1 



dcxT" 



^ (aj8 _. l)m ^ (a;2 _ l)^^ = 



dx"^ ^ ' dx' 

—1 

+1 



da;^"* ' ' dx' 

— 1 



der erste Factor unter dem Integrale ist eine Constante =(2m)l, 
daraus folgt, das das letzte Integral Null wird. 
Für w = w 

~i —1 

Setzt man 

1 + 05 1 — X 

so wird 

+1 +1 



— 1 — 1 



30 
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Aus 

1 1 



erhält man durch wiederholte Anwendung 

^(1 — zfäz = 7 — i r-TT-, » 



4-1 



es wird damit 

—1 ' 

m. Es ist 

-"^ - -^ = (2n+ l)P,(a.). 



dx 
dx dx 



JL ^/ 

i(n+i)l dx^'K 



(T /(?»(ic«— 1)"+* 



2'»+i(n+l) 



dx' 



— 2« (w 4- l)w(a;« - l)»— ^) 



19. Die Eugelfanction Pn(^) ist ein particuläres Integral 
einer linearen Differentialgleichxmg zweiter Ordnung. 
Setzt man 



4, 1? = 1/1-2««; + «*, 



so wird 



woraus 



E 



da rr ^^ f \m 

— = — a^T» ^ = n — rr«^ T« 






erhalten wird» Differenzirt man diese Gleichung nach x und 

dPi 

setzt statt r^— den Werth — «T, so erhält man 
ox ' 



dx' 



dx 



da' 
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Wird in dieser Qleichung 

und der Coefficient von a** gleich Nnll gesetzt, so erhält man 

d^P (x) dP (x) 

Das eine particnläre Integral dieser Gleichung ist eine ganze 
Function vom Grade n d. i. die im Art. 17 (für die Coefficienten- 
form 3)) bestimmte Kugelfunction, wenn der constante Factor 
so gewählt wird, dass Pn(x) = 1 wird für x = 1. 

Das zweite particuläre Integral enthält log (1 -f- ^) "^^^ 
log (l — a;) , es wird daher unendlich f&r a? = -f- 1. 

Aus der vorigen Differentialgleichung folgt, dass die Wurzeln 
von Pn(^) alle verschieden sind. Denn wären zwei gleiche Wurzeln, 
etwa gleich a, vorhanden, so müssten ftir diesen Werth a auch 
der erste Differentialquotient, also vermöge dieser Differential- 
gleichung auch der zweite, und, wenn man diese Gleichung wiederholt 
differenzirt, auch der n^ Null werden, was nicht möglich ist. 

Zusatz 1. Die vorige Differentialgleichung lässt sich auch 
so ansetzen 

-n(n+l)P,(.) = ^((l-x«)^), 
daraus folgt 



- «(« + l)fp^(x)P^ix)dX =^fp,n(x) ^ ((1 - ^) ^) 



dx 



— 1 — 1 



y* dP (x) dP (x) 

—1 

denselben Werth erhält man für — m(m -{- i) JPm(x)Pn(x)dx^ 
daraus folgt — i 

fPm(x)Pn(x)dX=^0, 
— 1 



wenn m von n verschieden ist. 
Setzt man in 

1 

dx 
1 — 2a:a -f- a" 



—1 



>«(^). 



T' =2-P'»(*)«'" •2'^"^*')"" ^^P,n(x)P,(x),^+', 
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so erhält man durch Gleichstellung der Coef&cienten der Potenzen 
^m+n jjjj^ Zuziehung des vorigen Satzes 

—1 ' 

Zusatz 2. Aus den Gleichungen 

?Z — -^ _ Vl^^ « — n 
dx~ B* ^ dx " ~ ' 



'^=-T-2'-^-w«"-'=o 



erhält man 



die erste Seite dieser Gleichung reducirt sich auf 

E E ^' 

es ist daher 

woraus 

(2« + 1) P„(.) = -^ ^ 

folgt. 

20. Differenzirt man 

yi — 2ax + a* 
nach a, so erhält man 
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Setzt man in dieser Gleichung T = ^P« (oc) a^ und den 
Coefficienten von a" gleich Null, so erhält man die Re- 
cursionsformel 

(n + l)Pn+i(x) ~ (2n + i)xPn(x) + nPn^i(x) = 0. 

Diese Formel giebt jedes Pn(oc) aus den zwei vorausgehenden 
Pn—i(x) und Pn—2(x). Aus Pi)(x) = 1 und Pi{x) = x kann 
Pn{x) erhalten werden. 

Mit Zuziehung dieser Formel lassen sich auch einfache 
Ausdrücke für den Differentialquotienten von Pn(x) finden. 

Aus 

äTx [(^ - ^ ) -d^j = -n(n + l)P^(x) 

folgt 

dP (x) 

('-^')~j^=-<^+'ypn(^)^x, 

(2n + l)fPn(n)dx = P„+i(aj) — Pn-i(ic) . 

Bezeichnet man die integrirten Glieder von lPn(x)dx mit 

Z7, so ist diesen noch eine Integrationsconstante C hinzuzu- 
fügen, also 

fPn(x)dx= Z7+ C, 
wo C == ist, wenn n gerade und 

^^ ^j2^ (— ^) 1 . 3 » 5 • • • (n — 2) 



«— 1 » 



w w + 1 1-2-3-w — 1-2* 

2 

wenn w ungerade ist. . Damit wird 

setzt man in diese Gleichung für — nPn-^i{x) den Werth 
(n + l)-P«+i(^) — (2w + l)a;P„(a;), so erhält man 

(i - ^*) ^^ = (« + !) (^i'nC^) - A+. («;)) . 

Differenzirt man die vorige Recursionsformel und ersetzt 
(2w + l) A(äj), so erhält man 

dP^iAx) ^ ^ dP(x) , dP^ Jx) 

Friflchanf, Vorlegungen. 3 
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dPo(^) ^-PiC^) äP^{^) 

Aus — 3 = und — 5 == 1 kann — 5 erhalten 

., dx dx dx 
werden. 

21. Die Eugelfunction Fn{x) lässt sich durch ein bestimmtes 
Integral ausdrücken. Setzt man in die Formel 

n 

r *= , , absolut a > 6 , 

a — 6 cos 9 ya« — &«' ' 

1 — 2aa; + a^= (1 — uxf — €?{x^ — l) 



a = 1 — aa; , & = a]/aj* — 1 , 

wo X reell und a so klein vorausgesetzt wird, dafs absolut a^h 
ist, so wird 



/ 



TT 

d(p 1t 



1 — ax — a|/a5* — 1 cos qp }/l — 2 a 05 + «' 

entwickelt man nach steigenden Potenzen von a, so erhält man 
durch Gleichstellung der Coefficienten von a** 

n 

7rPn(a;) = j\x + cos^ya?^ — ljd<p^ 


die Formel von Laplace. 

Setzt man a = ax — 1, h = ayW-— 1 , und setzt x positiv 
und für a eine positive hinreichend grosse Zahl, dass absolut 
a > 6 ist, und entwickelt man nach fallenden Potenzen von «, 
so erhält man durch Gleichstellung der Coefficienten von a~"~' 

n 



^M^) = f^ 



(x + cos (pj/x* — 1)"+^ 


Man erhält daher für reelle positive x 

n n 

r(flj -|- cosg)]/a?^ — \fä^> = f{^ + costpYx^ — l)^'~^d(p . 
u 

22. Die Eugelfunction Pn(cosy) hat Dirichlet durch be- 
stimmte Integrale ausgedrückt, welche Formen zur Kenntniss der 
Eigenschaften dieser Function, sowie für die Convergenzunter- 
suchung der Kugelfunctionenreihe von grösster Wichtigkeit sind. 
Diese Integrale erhielt Dirichlet auf die folgende Art*). 

*) Grelle, Journal für Mathematik, Bd. 17, 1837: „Sur les s^ries 
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Setzt man in dem Ausdrucke 

r = -===L==^ = Po + Pi« H f- p,«» + . . . 

yi — 2 a cos y + a 
cc = e^^ == cos if; -|- i sin t/;, so wird 

1 -|- «^ = a (a -| j = 2a cos if; , 

1 : T^ = 2 (cos 1/; — cos y)cc i/^ < y 

= — 2 (cos y — cos i/;)a if; > y 

_ 1 = e-^* 

-, cos 4i[> — i sin 4t[> ^ 

y2 (cos 1^ — cos y) 

1/2 (cos y — cos 1^) 

Dadurch nimmt der Ausdruck T die Form G -j- Hi an, wo 

ö^ = Pq -f- ^1 c<>s 1/; -f- • • • + in cos wi/; -|- • . . 

H = Pi sin 1/; -f- • • • + -Pn sin wif; + * • • , 

G und ^ haben die obigen verschiedenen Formen, je nachdem 
if; < oder > y ist. 

Nach Art. 11 ist 

Pn = — / 6r COS niff d'ijj Und Pn = — f H sin n'fff dtp ; 


jedes dieser Integrale muss in zwei Theile zwischen den Grenzen 
und y, y und it zerlegt werden; es ist daher 

/7t 
COS wi^ cos^i^di^ j_ 2 /•cos wV» sin^i^do^ 
y2 (cos ^ — COS y) ^ ^ |/2 (cos y -- cos ip) ' 

y 

sinwi^ sin^a^d-V; i_ ^ /* sin wi^ cos ^1^ di^ 
1/2 (cos -V» — cos y) ^J 1/2 (cos y — cos ^) ' 

y 

wobei zu bemerken ist, dass in der Formel 1) für n == auf 

dont le terme g^n^ral däpend des deux angles, et qui servent ä ex- 
primer des fonctions arbitraires eutre des limites donn^es". Die hier 
gegebene Darstellmig ist nach des Verfassers „Convergenz der Kugel- 
mnctionenreihen^* (Mittheilungen des naturw. Vereines für Steiermark. 
Jahrgang 1886) gehalten. 

3» 
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der rechten Seite die Hälfte zu nehmen ist, die Formel 2) fiir 
n = ihre Giltigkeit verlietib. 

Durch Addition von 1) und 2) erhält man 

p^ = L / coB(n + i)^<^tft , _! r 8m{n + i)^ 
^J 1/2 (cos ^ — cos y) ^J y2 (cos y — c< 



cos*^) 

setzt man in l) und 2) statt n die Zahl n -\- 1 und subtrahirt 
man die neuen Gleichungen, so wird 



y TT 

/cos (w + ^) i/> dtp /* sin (n + i) t^ 
y2 (cos tp — cos y) J y2 (cos y — a 





Es ist daher 






^\ -n / \ 2 rcoa(n + i)tp 

3) Pn (cos y) = — I — -^- -^-g^ 

^ J l/2(C0St/; — C 


_ J^ / COS (n + ifi di^ J_ / 

~ ^ J Vsin^y* — sin^i/»« ~ ^ J y%\ 



cosy) 



cos (w + i) '^ <^'*^ 



sin ^ (y + t/;) sin i (y — 1/;) 




V , . 2 /• sm(n 

4) Pn(cosy) = — 1 ■ 



7t 



COS y — cos i/>) 



^ 



1 / * sin (n + ^) i/> di^ J_ f * sin (n + ^) 1^ di/> 

« J Vsm^i/;«— siniy« » J l/sin|(y + i/>) sin-J CV» — V) ' 

welche Formeln auch für « = giltig sind. 

Setzt man in 4) y = tt — ^, if; = jr — 9, so erhält man 



4 ) Pn (cos y) = ^ — I , 

) «V /y ^ jysini(d 

ü 



+ 9)8in4(d - qp) 



Die Formeln 3) und 4) wurden von F. G. Mehl er aufgestellt*). 
Die vorstehende Ableitung der Formeln l) bis 4) ist nicht 
strenge, da die Entwicklung von T nur für a < 1 convergent 
ist. Es lässt sich aber die Eichtigkeit dieser Formeln ohne 
Schwierigkeit direct beweisen. Es genügt hierzu der Beweis für 



*) ,, Notiz über die Dirichlet'schen Integralausdrücke für die Kugel- 
fimction^\ Math. Annalen. Bd. V. 
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die Formel 3). Zunächst mag bemerkt werden, dass das durch 
-Pn gegebene bestimmte Integral immer endlich ist. Die Eeihe 

/^ = Po + -^1« H h ^na^ H , 

wo Pn = -Pn (cosy) durch die Gleichung 3) gegeben ist, und a 
einen echten Bruch bedeutet, ist daher convergent. Es ist 



jysiniy«- 



— sin^i^' 
ö 



(cos -jj-i/; + a cos li/; 4" ••• + «** cos (w + -J-)-!/; + •••) • 

Die in S vorkommende Eeihe 
B = cos \i\> + a cos \i\} -{-'•' -\' a^ Qo^ {n -\' ^)i\> + * ' * 
wird durch Anwendung von 

2 cosa; = e*' + e~**, 
als die Sunmie zweier geometrischer Reihen 

ox,^ ^^^* I ^~^'^'' ^ 2 (l-a)c08iiA 

1 — ae^' ' 1 — ac~^* 1 - 2a cos t/; + a» 

bestimmt; damit wird 

^ 1 — "/ 008^1^(1^ 1 

Ä ^ y^^ys__ sin-^i/>* 1 — 2a cos i/> + a' ' 



Setzt man 

sin ^if; = sin ^ y sin 9 , 

so wird !L 

2 

^ ^ 2(1 -a) /" dqp_ 1 . 

« J (1 — a)« + 4asin^y»sinqp« yT— 2ac08y + a* 

» 

Setzt man in S statt a und y resp. — a und n — y, so 
bleibt die ganze Rechnung ungeändert, und man erhält damit 
die Begründung der Formel 4'). 

23. Aus der Mehler'schen Formel 3) für Pn(cosy) folgt: 
I. Sind «1 , «2 , ... a« die Wurzeln von cos lex = im 

Intervalle von a; = bis a;==jt, wo Ä = w-f--ö- gesetzt wird, 
also 

«. = (2r-l)^ 

ist, und setzt man 



I 
L 
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T _(-^) ' 
ür 



-1) /* cosJcijfd'tlj 

^ J ysin ^ y* — sin^i/j*' 



1 



SO wird wegen der Gleichheit der Zähler von cos Äi/; und der 
abnehmenden Nenner Ysin -J- y^ — sin -J- 1/;^ in den Intervallen 

CCr bis OTr-f-l 

P„ (cos y) = Jo — «^1 + «^2 — * * 

Nach Art. 7 folgt, dass je zwischen (a^ , «g)? (*^2 ? '^s)^ * * * C*^« , ^r) 
eine Wurzel von P„(cosy) = liegt; letztere Function also 
n reelle und von einander verschiedene Wurzeln besitzt. 

II. Aus Art. 8 folgt unmittelbar, dass für ein unendlich 
grosses n P„(cosy) verschwindet, wenn y und n — y endlich ist. 
Wird aber y oder tt — y als unendlich klein vorausgesetzt, so 
erfordert dies eine besondere Untersuchung. 

Wird y ^ "ö" ^^^ ^^^ Vielfaches von -^ etwa (2r -j- l) "öi: 

vorausgesetzt — im Falle dies nicht stattfindet, vergrössere man 
y — , so ist der absolute Werth von Pn (cos y) kleiner als 

(— 1)'' /* coa k'tifd'tl) 



« J Ysi 



sin^(y + V») sin ^ (y — 1/») ' 



«r 



welcher Ausdruck wieder kleiner ist als 

«r-f-l 

1 r dtp 

n ysin 4r (y + a\ J j/sin -J (f — i/;) 

Im Intervalle «r bis «r+i kann sin-^(y — 'V^) = i(y — "»p) 
gesetzt werden, damit wird 

J ysin Hy - ^) J yi(y-'V') ''^ * ' 



ff^ ff^ 



also Jr, mithin auch absolut Pn(cosy) kleiner als 



y*" «^ (i- - Yk) 
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Daraus folgt unmittelbar, dass P« (cos y) verschwindet, 
T/venn n (also auch Ic = n -{- —\ unendlich gross wird, voraus- 
gesetzt, dass y und tt — y endlich ist. 

Wird mit n unendlich gross, y unendlich klein, dabei aber 
ny unendlich gross, so wird der obige Aiisdruck K noch immer 
unendlich klein. Wird aber ny endlich, etwa gleich -Ö", so ist 



also endlich, mithin auch Pn (cos;') im allgemeinen endlich. 
Wird 



gesetzt, so heisst / (-d*) die Cylinder- oder BesseTsche Function 
von -ö". 

Wird mit n unendlich gross, ny unendlich klein, so kann 
im Intervalle von bis y cosÄi/; = 1 gesetzt werden, es wird 
dann 







Wird % — y bei unendlich grossem n unendlich klein, so 
folgt aus 

Fn (cosy) = (— l)«Pn cos(7r — y), 

(Jass Pn (cos y) verschwindet, wenn nin — y) unendlich gross 
wird, dass aber Pn (cos y) im allgemeinen endlich ist, wenn 
nijt — y) endlich wird und Pn (cos y) = ( — l)** wird, wenn 
w (tt — y) unendlich klein wird. 

Zusatz. Ein Näherungswerth von P„ (cos y) für grosse 
Werthe von n und ny wird auf die folgende Art erhalten: Die 
Bestandtheile des Integrals für P» (cos y) haben nur dann einen 
erheblichen Werth, wenn y — i/; klein ist; man setze daher 
y — if; = <jp^ und entwickle den Nenner von 



P„ (cos y) 



Y 

1 /"* C08Ä;(y — (p)dfp 
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in eine Potenzreihe. Beschränkt man sich auf zwei Grlieder, so 
wird 

Durch theilweises Integriren erhält man 

Wird Äy unendlich gross, so ist nach Art. 15, III 



/ 



C08Ä(y — tp)d^ ~\ pit /, n\ 



^ 



i^p^-^-vl »("-!). 



'^ ^ 





Für endliche Werthe von ky ist der Fehler im ersten Integrale 



OO OD 



1 /^ COS (ky — u) ^ 1 /* cos u 

I i_£_ du = -r=: I . du. 

}/kJ yü yjcj yky + u ' 

ky 

woraus nach einer Umformung wie in Art. 15, IH mit Zuziehung 
von Art. 7, I folgt, dass dieser Fehler kleiner ist als 

7t 

— 1 cos u (— , I du , 

/k J \yky +.U yky + n — uj ' 



yk 



welcher Ausdruck näherungsweise gleich ist 



n 

T 






- 2u) cos udu = g • 

Damit wird 



P' ("''' y) =yS^ G"« (*y - f ) + Ä ''°* y "° (*y - t)) • 
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Beschränkt man sich auf das erste Glied, so kann im Coeffi- 
cienten n statt Tc gesetzt werden; dann ist 

P, (cos y) =]/^^ cos ((n+l) y - f) 
Durch Differentiation (oder nach Art. 20) erhält man 



dy 



=yS^ *'"« (('»+1) y+TJ • 



Aus diesen Näherungswerthen ist ersichtlich, dass die Wurzeln 

von P„(cosy) im Intervalle — aufeinander folgen, und dass 

in der Mitte zwischen je zwei Wurzeln ein Maximum oder 
Minimum, d. i. eine Wurzel des Differentialquotienten von 
jR»(cosy) liegt. 

Dies gilt für grössere Werthe von d" auch für die BesseFsche 
^Function; denn nach den von Hansen auf 6 Decimalstellen 
berechneten Tafeln der Functions werthe J{'d') von ^ == bis 
^ == 20 (abgedruckt in Lommels „Studien über die BesseFschen 
Functionen") ergeben sich folgende Wurzelwerthe: 

i Wurzelwerthe Differenz 

I 2.404826 

5.520079 

8.653730 
11.791535 
14.930919 
18.071064 



3.115253 
3.133651 
3.137805 
3.139384 
3.140145 



wo die letzte Ziffer jedoch nicht verbürgt werden kann. Der 
Unterschied zweier aufeinander folgender Wurzeln nähert sich 
um so mehr der Zahl ä, je grösser die Wurzeln werden. 
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Kugelfiinotionen zweier Veränderlichen. 



24. Das Potential v des Massenelementes f*', das in einem 
Punkte (/, -ö-', 9') vereinigt gedacht wird, auf den Punkt 
(r, 'ö', q>) ist durch 



^- c« 



gegeben. Ist r < /, so wird 



n=» 



^ = 7^ ^Pn (cos w) ("f )"f*'; 
ist r > /, so wird 

«^ = -7 2^P« (cos ©) (~) V'- 



n=0 



n=Qo 



n=0 



Das Potential Y einer beliebigen Masse, von welcher fi ein 
Element ist, erhält man durch Summirung der Elementar- 
potentiale V. Bezeichnet man die auf alle Massenelemente er- 
streckte Summe von resp. 

^^, ^ P« (cos w) oder in'r'^Fn (cos co) 
mit Xn, so erhält man für das Potential F resp. 

^r-X, oder 2';5^i- 



n=Ö «=0 ^ 



Liegt der Punkt (r, 9^ 9) nicht in der wirkenden Masse, so ist 

d^V , d^V , g'F_ 
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oder in Polarcoordinaten ausgedrückt*) 

sm&r-j^ + _ ^_ sm^) -j- _^ _ = O; 

setzt man die obigen Ausdrücke für V in diese Gleichung, und 
berücksichtigt man, dass sie für jeden Werth von r erfüllt 
werden muss, so erhält man für beide Formen von V die 
Gleichung 

I) n(n + l)sinOX. + A(,i^^^^)+_^^ = 0. 

Da Pn (cos (o) eine ganze Function von cos -ö", sin O- cos (p , 
sin-^sing) ist, in deren einzelnen Gliedern die Summe der Ex- 
ponenten w, « — 2, . . ., so gilt dies auch für X„. Ein Integral 
der vorigen Differentialgleichung I) ist diese Function X„. 

Es möge nun allgemein eine „Kugelfunction X„ der n^'^ 
Ordnung" jede ganze Function von cos-Ö", sin -Ö* cos g), sin -^ sin 9 
genannt werden, welche dieser Differentialgleichung I) genügt. 

25. Aus der vorigen Definition einer Kugelfunction folgt: 

I. Die Summe zweier oder mehrerer mit beliebigen Con- 
stanten multiplicirter Kugelfonctionen derselben Ordnung ist 
wieder eine Kugelfunction. Sind die Coefficienten einer Kugel- 
function Functionen einer Grösse A, so kann man die Kugel- 
function zwischen beliebigen Grenzen, die aber von d" und q> 
unabhängig sind, integriren, das Eesultat ist wieder eine Kugel- 
function derselben Ordnung. 

II. Es sei Xn = X eine Kugelfunction der n^^ Ordnung, 
Ym= T der w*®" Ordnung. Das Product X Y mit dem Elemente 
der Kugelfläche d(S vom Radius 1 multiplicirt und über die 
ganze Kugelfläche integrirt giebt Null. Das Flächenelement da 
der Kugel kann als Eechteck betrachtet werden mit den Seiten dd" 
(Element der Poldistanz '9') und sin &dq> (Element des Bogens 
sin-O-gp des Parallelkreises), also d(S = sind" d^dg>. 

Aus 

n(n + 1) sin ^Z + ^ (sin ^ g) + -A_ |^ = 
folgt 



*) Die Umformung dieser Gleichung in Polarcoordinaten bietet 
keine Schwierigkeit, erfordert aber eine läiigere Rechnung. Dirichlet 
vermeidet (Yorlesungen . . .) diese durch Anwendung des Gree naschen 
Satzes. In ganz ähnlicher Weise verfährt Ei e mann (Schwere, Electri- 
cität und Magnetismus) mittelst des Gauss^schen Satzes, 
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n(n + 1) / f XYsind^d&dtp = 


n in jt irt 



d*X 

Das letzte Integral ist deshalb nicht sinnlos, weil ö— r ^^^ 

Factor sin«^ hat. Das erste der beiden Integrale integrire man 
theil weise nach «d*, das zweite nach g). Es ist 

von bis n verschwindet das integrirte Glied; 

Cy — d = r — — C— — d 

J dtp* ^ ^9 e/ ^SP ^9 

für 9 = und q> = 2n nimmt das integrirte Glied gleiche 
Werthe an, verschwindet also von bis 2«. Es ist daher 



7t 'in 

(w+1) / I XYsin&d&d(p = 





n in 

^dXdY 

a-e- a^ 



//< 



... 1 dXdY\ ,^ , 



Den gleichen Werth erhält man aus 



für 

n 2n 



m{m+l) I I XYsmd^d&dtp. 



Ist daher m von w verschieden, so muss 



n 2n 



I I XnYmSm^d&d(p = 





sein, Vergl. Art. 19, Zusatz 1. 
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26. Die Formel 

27t 



/. 



dtp 27C 





kann umgeformt werden in 

27t 



a - 6 cos qp y^JTZTftJ 



/ 



d(p 27C 



a — b coa{^ + (p) y^* __ &« ' 

denn cos (t/; + 9) nimmt im Intervalle 9 = bis 9 = 27r die- 
selben Werthe an wie cos g>. 

Zur Bestimmung des Integrals 

27t 



/: 



A ^ B cos 9 — C sin qp ' 


setze man 

JB = & cos 1/; , C = — 6 sin 1/; , 

damit wird 

2n 27t 

/d(p r dtp 

A — B cos 9 — Osinqp ^ A — 



b cos (i/> 4* 9) 


23r 29E 



YA^ — &« y^8 — B^ - (p 

Dieses Integral hat nur dann einen Sinn, wenn absolut 
-4. > 6 ist. Setzt man A als reell, B und C als imaginär vor- 
aus, so kann A — j^cosqp — Csmq> nie Null werden, es ist 
daher 

27t 

dr} 2n 



f: 



A + iB cos 7J + iC sinri j/J.*-!- B* 4- C 


Daraus erhält man, wenn 

A = cos -ö- — a cos -ö-' 

J5 = sin & cos 9 — a sin -Ö*' cos 9' 

= sin '9' sin 9 — cc sin ^' sin g/ 
gesetzt wird, 

A^ -{- B^ + C^ = 1 -- 2a GOS(o + a% 

cos (0 = cos 'S" cos d"' + sin «ö* sin &' cos (cp' — 9) , 
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Ä -\^ iB Gos 71 '{' iC sin ri = 
cos & -\- i sind" cos (g) — tj) — a (cos -Ö*' + i sin d-' cos {q{ — rf)) 
= u — av. 

Damit wird 

T = J_ r-^ = f f(l. + ,^ + ...)dn, 

u 

mithin 

1) p, (cos «) = ^ J -^ d, . 



Setzt man 
v'^ = Xn — 2iXn cos (^ — ij) — 2 Z« cos 2(g>' — -»?) — •••, 

^-(n + l)= Yn_ 2iYn COS (tp — ri) — 2 Y«' COS 2 (9 — 1?) , 

so sind die X« Functionen von d'' allein 

Bestimmt man das vorige Integral, so erhält man mit Berück- 
sichtigung, dass 

Jcosm((p — ri) cos w(g?' — iy)c?^ = o , 


J cos n((p — 1/) cos n {tp — rDdri ^= n cos n((p — y') , 


2) Pn (cos w) = XnYn—2Xn Y^ COS {tp — g>) 

+ 2XnYn cos 2(9?' — y) — • • • 

Die Gleichung 2) enthält das Additionstheorem der 
Kugelfunctionen. 

Setzt man -Ö- = 0, so wird cd = &\ t* = 1; aus l) folgt 

Fnicos^") = ^Jv'^dfi = Z«. 



Setzt man '^'=0, so wird od = 'Ö', i; = 1; aus 1) folgt 

27t 
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Integrirt man 2) nach q> von bis 27r, so erhält man 

27t 

fPn(0O8(o)d(p = 27tXnYn= 2 « P» (cOS -O") P„ (cOS ^') , 


d. i. der Legendre'sche Satz*). 

Zusatz. Setzt man in der Gleichung 1) für u und v ihre 
Werthe, for die Function P„(cos(o) die ihr gleichen Integrale 
des Art. 21, so erhält man: Ist 

cos CD = cos '6' cos '6'' + sin d' sin ^' cos (9' — q>) , 

so ist 

ijt 

(cos ^' 4" * sin ^' cos (y' — I]))* , 
(cos'O* -f- * sin^ cos (9 — ij))**"^^ 



2n 



27t 



= r(cos CD + * sin OD cos rj)^ dri 



ü 

27t 



= /(cos ö) + « sin OD cos ri)~^'~^difi , 

in welchen Formeln man statt cosiy, cos(g) — 1^), cos(g)' — 1^) 
auch — cosiy, — cos(g) — 1?), — .cos (9' — rf) setzen kann. 

*) Nach C. G. J. Jacobi (Grelle, Journal för Mathematik, Bd. 26) 
bearbeitet. 
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Reihenentwicklung nach Eugelfiinotionen. 



27. Das Potential F einer homogenen Eugelfläche vom 
Eadius Eins und der Dichte h auf einen Punkt M = (-Ö-, 9), 
dessen Entfernung vom Mittelpunkt q ist, ist 

wenn der Punkt M im Innern; 



Va = 



9 ' 



wenn der Punkt M ausserhalb der Kugelfläche liegt. 

Ist der Punkt M in der Oberfläche, d. h. ^ = 1, so ist 

dVa dVi , , 

-ö ö ==^ 4:7tk. 

Ö Q OQ 

Dieser Satz gilt auch, wenn die Dichte k der Kugelfläche 
veränderlich, etwa 

k = f(&,g>) 

ist'*'). In diesem Falle ist das Massenelement 

fi = k'dö' = /'('ö'', q/) sin d^'dO^dq) , 
also 



Vi =^^9^JSf{^\ q}') Pn (cos (o) sin &'d&'d(p\ 



n=3Q0 



Va =^Q~''^^fff(^\ q>')Pn (cos a) sin ^'d^'dq>\ 



n=0 

woraus 



*) Auch für eine beliebige Fläche. 
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n=0 



folgt. Die Doppelintegrale werden über die ganze Eugelfläche 
erstreckt. 

Die Ableitung dieser Formel ist aber nicht strenge, weil 
die Convergenz der Beihenentwicklimg von F.- und Va f&r Q=l 
nicht nachgewiesen wurde, und selbst, wenn dies der Fall wäre, 
so würde daraus nicht die Convergenz der DifTerentialquotienten 
dieser Functionen für ^ = 1 folgen. 

Zur Begründung dieser Formel, welche die Entwicklung 
einer Function f{^^g>) in eine Eugelfunctionenreihe enthält, wird 
analog wie in Art. 6 und 22 der umgekehrte Weg eingeschlagen*). 

28. Es soll die Summe 

u 

für n ^ (X> bestimmt werden. 

I. Man setze zunächst «d* = 0, auf diesen einfacheren Fall 
lässt sich der allgemeine leicht zurückfahren. In diesem Falle 
wird 0) = Q'\ also 

n in 

X^ = ^^^+^ Ain &'Pn (cos ^0 d&' (ff(^\ 9>1 ^9 ) • 



*) Üeber die Geschichte des Beweises dieses Satzes möge mit- 

fetheilt werden: Den ersten (aber misslmigenen) Beweis hat S. D. 
oisson durch Summirmig der Reihe Xq + X^oc+--- + X^«« + . . . 

(Journal de TEcole poly technique , XIX cahier, auch noch in Theorie 
math^matique de la cnaleur. Cap. VIIL Paris, 1835) geliefert. Dirichlet 
giebt in seiner Abhandlung „Sur les s^ries ..." (Grelle Journal, Bd. 17) 
1837 einen Beweis, der auf der Summirung der Reihe Z^ + X^ -| \- X^ 

beruht. 0. Bonnet beabsichtigt (Liouville Journal de Mathämatiques 
Tome XVII, 1862) „einen neuen directeren Beweis zu geben". E. Heine 
erzählt (Handbuch der Eugelfunctionen, Bd. 1, II. Auflage, S. 434), 
„dass er vor längerer Zeit durch Eronecker darauf aufmerksam ge- 
macht wurde, dass bei unserer heutigen Eenntniss von Eigenthümlich- 
keiten der Functionen auch Dirichlet's Beweis nicht mehr völlig 
genügt". Ulisse Dini erklärt in seiner Abhandlung „Sopra le serie 
di funzioni sferiche" (Annali di Matematica da Bnoschi e Cremona. 
Serie H, Tomo VI, Mai 1874), dass ihm die gewöhnlichen Beweise von 
Dirichlet und Bonnet nicht ^anz strenge scheinen, und giebt einen 
neuen Beweis, der in bedeutend vereinfachter Form hier mitgetheilt wird. 

Frischauf, Vorlesunffen. 4 
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Setzt man der Kürze halber 

SO wird 



dabei bedeutet F^d-') den Mittelwerth aller Functionswerthe 
f^^^ ff) auf jener Kreislinie, welche um den Polpunkt A mit 
dem sphärischen Badius %^ beschrieben ist. 

Im Folgenden soll der einfacheren Schreibweise wegen ^ 
statt &' gesetzt werden. 

Aus der Gleichung Art. 18, III 

(2. + 1)P„(.) ^ ^^ - -^ 

folgt, wenn x == cos-Ö" gesetzt wird, 

dP„ i(cos'O') dP^ . 1 (cos-O-) 

(2« + 1) sin*p,(co8^) = "-;; - "+i; ; 

damit wird 

Setzt man in diesem Ausdrucke w = 0, 1, 2 ... w, so 
erhält man durch Addition 

Das erste der beiden Integrale 



zerlege man in die drei Integrale 

1? f 

wo mit w unendlich gross ifi und « — f unendlich klein und 
zugleich nri und w(7r — f) unendlich gross werden. 

Zunächst soll das mittlere dieser drei Integrale bestimmt 
werden. 



*^»« — J -V J -r Ji 
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Die Function F^d) werde im Intervalle von -^ = bis 
^ = 7t endlich und abtheilungsweise stetig mit einer endlichen 
Anzahl von Maxima und Minima vorausgesetzt. 

Sind a^, «2, . . . die Wurzeln der Function 

dd- 

im Intervalle ^ = ri bis «^ = ?, so erhält man (analog wie in 
Art. 8 und 23) fiir das Gebiet der Stetigkeit von F(&) aus 
zwei aufeinander folgenden Theilintegralen 



«r 



J - v-y ad- 

«r— 1 



^W -^^^ = ^(ßr-l) (J^n (COS CCr) — Pn (COS «r-l)) , 



c 

/• 



«r 



«r-4-1 

» ^ dP 

F(^) -äid^ = F(ßr) (Pn (COS ar^i) — Pn (COS «r)) , 



wo /3r— 1 und ßr Mittelwerthe von Or—i bis «r nnd Ur bis «r+i 
bedeuten, ein Glied 

Pn (cos ar) (Fißr-l) — F (ßr)) ; 

die Summe dieser Glieder wird verschwindend klein, wenn n un- 
endlich gross vorausgesetzt wird. Für die Sprungstellen sind die 
Beträge dieses Integrals verschwindend klein. 
Es ist daher 

Im Intervalle bis ri kann die Function F(d) durch J^(0) 
ersetzt werden, es wird dann 

n 

/dP 
F(d) -j^d^ = F(0) (Pn (cos ri) — Pn (cos 0)) F(0) . 



Analog mit dem Vorigen wird 

= (- 1)" F{«) ■ 



/■ 



Es ist daher J"« = — F(0) + (— iyF(n) . 
Ebenso erhält man 

/„+! = - ^(0) + (- iy+^F{^) , 

also 5 = J'(0), 
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Für die Unendlichkeitstellen der Function /"(-O-, g)) auf der 
Kugelfläche ist eine besondere Untersuchung nöthig. Hier möge 
nur erwähnt werden: aus dem Näherungswerthe für den Diffe- 
rentialquotienten von Pn{cosd) (Art. 23, Zusatz) folgt, dass 
wenn im Bereiche von & = c 

'<*> = ^- 

wo Ä constant ist, gesetzt werden kann (vergl. Art. 8, III), 

c + e 

/dP 

c 

wenn £ = w~", a < 1 vorausgesetzt wird, ü von der Ordnung 
wie fß~"^^~''^^ wird, also (bei passender Wahl von «) ver- 
schwindet, wenn v<-^, d. h. die Ordnungszahl des ünendlich- 

1 

Werdens von F(^) im Bereiche von d' = c kleiner als — ist. 

Wird daher die Function Fi^d) an einzelnen Stellen zwischen 
und TT — diese beiden Werthe ausgeschlossen — in der obigen 
Art unendlich gross, so ist der Grenzwerth 8 der Summe Sn 
gleich J^(0). 

II. Der allgemeine Fall kann auf diesen specieUen (wo 
^ = gesetzt wurde) leicht zurückgeführt werden. 

Dies geschieht entweder durch eine Coordinaten-Transforma- 
tion, oder direct (nach Dirichlet) durch die Betrachtung der 
Bedeutung des allgemeinen Gliedes Xn. Das Doppelintegral X^ 
unterscheidet sich nur durch den Factor Pw(cosa)), d. i. statt 
des Abstandes des Punktes M' von A wird der Abstand M'M 
des Punktes M' von dem festen Punkt M genommen; d. h. statt 
des Punktes Ä erscheint der Punkt M als Anfang oder Pol. 
Die Summe der Reihe S ist daher der Mittelwerth aller Functions- 
werthe im Umfange eines um den Punkt (O, <p) mit unendlich 
kleinem Eadius beschriebenen Kreises. Ist die Function /"(-O*, g>) 
um diesen Punkt herum eindeutig, so stellt die Summe 8 diesen 
Functions werth /*('^, g?) selbst dar. 

Beispiel. Auf der Kugelfläche sei ein grösster Kreis als 
Theilungslinie gezogen, auf der einen Hälfte der Kugelfläche sei 
der Functionswerth a, auf der anderen Hälfte der Functions- 
werth h aufgetragen. Liegt die um den Punkt M mit dem 
Radius '^' beschriebene Kreislinie vollständig auf der ersten Hälfte, 
so ist F(d'') = a, u. s. w. Liegt aber diese Kreislinie theils 
auf der einen, theils auf der anderen Hälfte, so wird F(d'') auf 
die folgende Art bestimmt. Liegt M auf der Hälfte mit den 
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Functions werthen a, ist y der Winkel der Bögen von M zu den 
Durchschnittspunkten der Kreislinie mit dem Theilungskreise, so ist 

^^^>* — ^ — ^ + ~^iry^ 

wo y durch den Abstand des Punktes M vom Theilungskreise 
bestimmt ist Liegt M im Theilungskreise selbst, so ist y = n^ 

also J^(0') = -i- (a + 2>) . 

Zusatz 1. Wie man aus dem Vorhergehenden ersieht, ge- 
nügt es bei der Auswerthung von 8n statt von ^'=0 bis %''=% 
nur von bis ri zu integnren. Es ist daher diese Bestinmiung 
ganz analog mit der der Fourier'schen Reihen. 

Zusatz 2. Eine Function f{p'^ tp) lässt sich nur auf eine 
Art in eine Kugelfunctionenreihe entwickeln. Denn wäre 

so wäre, Xn — F„ = T„ gesetzt, T„ ebenfalls eine Kugelfunction 
der n*®° Ordnung, also für alle Punkte der Kugelfläche 

multiplicirt man diese Gleichung mit T^da und integrirt man 
über die ganze Kugelfläche, so wäre daher 

0=^jTnTmda, 

woraus nach Art. 25 

jTjdö = , d. h. T„, = 0, Xm = Ym 
folgt. 

29. Ist /*('^, ff) eine Kugelfunction Yi», so wird das all- 
gemeine Glied 

Xn = ^^^^f^mPn (cOS «) dö' 

nach Art. 25 immer Null, wenn n von m verschieden ist, man 
erhält daher aus der Reihenentwicklung nur ein Glied für 
n = m. Es ist daher 

Ym = J^ / Ym Pm (cOS (ö) da, 

das Integral über die ganze Kugeloberfläche erstreckt. 

Mittelst dieses Satzes kann jede beliebige Kugelfunction Ym 
der tw*®" Ordnung so umgeformt werden, dass in keinem Gliede 
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die Summe der Exponenten von J = cos -O", ij = sin -Ö* cos 9, 
^ = sin «^ sin 97 die Zahl m überschreitet, und in den einzelnen 
Gliedern w, w — 2, m — 4, . . . beträgt. Da g^ + ly^ + f* = 1 
ist, so können überdies die Glieder mit der Exponentensumme 
m — 2 durch Multiplication mit ^*-|- t^^-f- ?^ die der Exponenten- 
summe m — 4 durch Multiplication mit (|^ + ^^ + t^)^ u. s. w. 
so umgeformt werden, dass die Eugelfunction Tm eine homogene 
ganze Function der m^^ Ordnung von J, 1^, f wird. 

Damit kann man den allgemeinen Ausdruck einer Eugel- 
function Xn der w**" Ordnung entwickeln. Denkt man sich die 
Potenzen cos 9"*, sin 9"* durch die Cosinus und Sinus der Viel- 
fachen von 9 ausgedrückt, so kommen in Xn nur die n fachen 
vor, also kann 

Xn = Äq -\- Ai cos g> '\- A^ cos 2 q> -j- - • * '^- Bn 00s nq> 

-(- ^1 sin 9 4" -^2 süi 29 + • • • -f- -^n sin ^(f 
gesetzt werden, wo Äg und J9, Functionen von -Ö* sind, in welchen 
(wegen der Factoren cos 597 und sin 5 9), die aus den Potenzen 
von sin "^ cos 9), sin '9' sin 9 erhalten wurden) sin-ö^ als Factor er- 
scheint. Setzt man den obigen Ausdruck Xn in die Differential- 
gleichung 1) des Art. 24, so erhält man, da die Coef&cienten 
von cos 597 und sin 5 9) identisch gleich Null sein müssen, 

dA\ 



(. 



{n{n + 1) sinO»— s»)^+ sin*d ^ ^^^ ' = 



(. 



sin^ 



dB\ 



(w(n + 1) €m%^—^)B,-\- sin i^d ^ ^^ ^ =0. 

Jeden der beiden Coefficienten A^ und B^ kann man in der 
Form sin •9'* Z7 ausdrücken, wo TJ eine Function von cos -^ == o? 
ist, welche der Gleichung 

(1 — x^)V"— 2(5 + l)a;ü"+ {n{n + 1) — s{ß -f 1)) 1^= 

genügt und nach x vom Grade n — s ist. 

Aus der Aehnlichkeit dieser Gleichung mit der des Art. 19 
schliesst man, dass JJ die Form haben muss 

Zur Bestimmung der Coefficienten K erhält man die Gleichung 
2Ä;(2n-2Ä;+l)JS:2*+(n— 5— 2Ä;+2)(n— 5— 2Ä;-)-l)Z2*_-2 = 0, 
woraus 

" ^ ^ 2*Ä; I (2n — l)(2n — 8) • • . (2n — 2Ä; + 1) ® 
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folgt. Bezeichnet man den Factor von Kq mit Ki^^ so erhält 
man für Ä^ und Bg Ausdrücke von der Form 

Kq sin ^' (cos «^«-^ + Ki cos -^«-*-2 ^ ) ^ 

wo Kq eine willkürliche Constante bedeutet; bezeichnet man die 
auf Äg bezüglichen Constanten mit G^,, die auf Bg bezüglichen 
mit Hg^ den Factor von Kq mit fT,, so ist 

Äg = agUg, Bg = HgUg, 
mithin 

Z„ == ö^Q £7q + (6ri COS9) + H^ sin(p) U^ 

+ (©2 cos2g?+£r2 sin 2 9) ZJgH hi^n cosw^+Hn sinn(p)Un, 

wo Gq^ G^^ H^^ , , . Gn^ Hn 2w + 1 unbestimmte constante Coeffi- 
cienten sind. 

Ist die Function X„ von 9? unabhängig, so muss G^ = H^ 
= '-'== Gn = -Hn = sein, dann wird 

Xn = GqÜq] 

da nun Pn(coS'&) eine von 9 unabhängige Eugelfunction ist, 
so muss 

Xn = CPn (cos d) ' 

sein, wo C eine Constante bedeutet. Vergl. Art. 17, 3) und 
Art. 19, flir Üq ist 



C 



1 . 3 . 5 . . • {2n — 1) 



Zusatz. Multiplicirt man die homogene Function Xn der 
n**" Ordnung der Grössen ^, 17, ? mit ^**, so wird q'^Xn eine 
homogene ganze Function n^^ Ordnung der rechtwinkligen Coordi- 
naten o?, y^ 0^ welche der Gleichung 

Genüge leistet. Umgekehrt: bestimmt man unter den obigen 
Voraussetzungen ein particuläres Integral dieser Gleichung, so er- 
hält man nach Absonderung des Factors q^ die Eugelfunction Xn*). 

30. Sind in jedem Meridian die zu demselben <& gehörigen 
Functionswerthe f(^^ (p) einander gleich, d. h. ist auf jedem 
Parallelkreise ein constanter Functionswerth aufgetragen, so ist 

*) Dirichlet „Vorlesungen . . ." von Grube. 11. Auflage, S. 92, 
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wenn /*(<&) stetig ist; hingegen an den Sprangstellen ist 

F(ß) = y(/'(^ — 0) + n^ + 0)) 

zu setzen. Damit wird, wegen Art. 26, 

in 
jPn (cos üo) d(p' = 2ytPn (cos &)Pn (cOS ^') , 





n 



Xn = ^^^^ Pn (cos d) ff{^')Pn (cOS ^') sin ^'d^\ 



Setzt man coS'^==ä;, /*('^) = 9?(aj), so ist 9(0?) eine von 
X = — lbisa? = -|-l gegebene Function von x. Vertauscht 
man schliesslich (p(x) mit f{x)^ so erhält man folgenden Satz: 
Ist f(x) eine von x = — 1 bisa?=4~l gegebene Function, 
welche abtheilungsweise stetig ist, so kann man dieselbe in eine 
Kugelfunctionenreihe 

X^ -\- X, -\- x^ + • ■ ■ 

entwickeln, dabei ist 

Xn = ^^^Jf(0)Pn(z) dz . Pn(x), 

— 1 

oder 

Z„ = A„P„(x) , An = ^^^!^ Jf{is)Pn{e) de , 

— 1 

und diese Reihe liefert an allen Stellen, wo f(x) stetig ist, 
diesen Functionswerth, an den Sprungstellen den Werth 

4(A^-o) + A^ + 0)). 

Zusatz. Man ersieht, dass die formale Bestimmung der 
Coef&cienten der Kugelfunctionentwicklung der Function f(x) 
ganz dieselbe ist^ wie bei der Sinus- und Cosinusreihenentwicklung. 

31. Beispiele. I. Es sei von x = — 1 bis f{x) = a, 
von ä; = bis -f" 1 f{x) = ^• 

-f 1 0+1.0 4-1 

ff(0)P^{0)d0=f^f= afPn{z)dz + hfPn{z)d0, 
—1 _i — 1 

(2« + 1)P,(.) = -^^ - -»-^^ ' • 
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berücksichtigt man, dass w -(- 1 und n — 1 zugleich gerade. und 
ungerade sind, so erhält man 

Es wird damit nach Art. 17 

A) 2 — ? -^ar = 0, 

^2r+l = (— 1 j ^^-^ (ar+1 + «r) J 

für au = liefert diese Beihe den Werth ^ T" • 

n. Es sei /"(a?) = x"^. m eine positive ganze Zahl. • 
Da das erste Glied von Pmi?^ mit a;*" beginnt, so kann man 
aj"* durch P,i,(a;) und af*-^, aj*"-*, •••; af"-* wieder durch 
Pm—^ipc) und a?*" -*,••• u. s. w. ausdrücken; a;"* erhält daher 
die Form , . . . 

af» = A„,Pm{x) + Am^tPm^2{x) H 

Der Coefficient An wird 

— 1 

Ist m + n ungerade oder w > w, so wird -4« = 0, ist 
m -\- n gerade, so wird 

^. = (2« + 1) />i>.(.)d. == H^ J>^^(^d.; 

das Integral nmal theilweise integrirt, giebt 

1 
(— l)«m(w — 1) . . . (w — w + l)Jz"''''(z^ — lydz 



oder z^ = y gesetzt, wird 



. 1 (2n + l)i»! 2 ^ 



2 2'*n!(4» — »)! w + n + 8 ' 

2 

w+w+8 w+w+1 w+n— 1 w — »+1 „w — »+1 
2 2 2 2 2 

" ^ "r" ^>'(m + »+l)(w + w — l).-.(m — n + 8)» 
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woraus 



x"^ 



. ??!J — /z^ + '^-^ X^ 2 + ---V 

i.3.ö..-(2w — 1) \^"*^ 2 -^»«-a -r ; 

ni. Entwicklung von sinw-^. 

n 

Xn = — —— I Pfi (cos d) sin m*^ sin ^ e?-^ . 



Setzt man 

2 sin W'9' sin == cos {m — l)-^ — cos (m + 1)'^ 

und* für P„(coS'9') den Werth aus Art. 17, 4), so sind nur jene 
Theile des Integrales von Null verschieden, wo 

m — 1 = n — 25 oder m -j- 1 = n — 25. 

Daraus folgt 

^^n _ / \ 

2n -4- 1 — ( ^'* — m-{-l (^n-^-m — 1 ^n — m — 1 ^n-\-m'\-l j^. 

' \ 2 2 2 2 / 

umständlicher ist die Entwicklung von costn'^ nach dieser 
Methode; man kann aber cosm^d* durch eine ganze Function von 
cos '9' = a; ausdrücken, deren Glieder vom Grade resp. m, w — 2, ... 
sind, und dann auf die Potenzen oj"*, oj"* ""*,.. . die Aufgabe 11 
anwenden. 

rV. Es sei von x = — 1 bis a? = f(x) = 0, von x = 

bis a? = -f- 1 f(x) = X, 

1 

2 An = (2n + l)JzPn{z)dz, 



Nach Art. 20 erhält man 

"T" (2n-l)(2n + 3r»W — ^^^ZIi ^«-2 W , 

^2r+l = 0, 

A _ ( — If /2r + l 4r + l 2r \ 

"^^'•— "^"2~l4?+3'*''+i~(4r-l)(4r+"3)^'-~47:=n;'*^-^V' 

V. Addirt man die allgemeinen Glieder von I und IV, so 
erhält man eine Kugelfunctionenreihe, welche innerhalb x = — 1 

bis x = den Werth a, für a; = den Werth — ~ — , innerhalb 
a? == bis x^=-\-l den Werth & -f- ^ liefert. 



Anhang. 



Das Integral 



00 



/^sina; , « 



-7 X 



dx 



lässt sich auf folgende Arten bestimmen. 

I. Man zerlege das Integral in Theile mit dem Grenzen- 
intervalle n und setze im Theile 



/ 



sinrc 



X 

rit 



dx 



X = rn -\- z, wenn r gerade, x = (r -\- 1)% — z^ wenn r un- 
gerade ist; es wird dann 



a 

/ 



OD tt 

dx = I f(z) sinzdz^ 



1 . 1 



m-i-^z^ + 



z 2n — js ' 2« + 
I DifPerenzirt man den Logarithmus von 

»'-(«-T)('+i)(i-^)(>+Ä)--. 

so erhält man 

,1 1,1 

z n — z ^ n -\- z ' 

also f{z) = Y cot Y ^nd 

CO 9t 1t 

/sinrc /*! • x ^ j /* ^' j ^ 
dx= I — ^mz cot -^dz = f cos ^ »^ = y ' 

u u 
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QO 



-r^ i sinbx , 
n. / e—*** dx , 





wo a positiv ist, werde mit f(h) bezeichnet; es ist dann 

00 

a 



"(P)-Je- 



^* cos hx dx = 



u 
fQi) = arctan — ; 

die Integrationsconstante ist Null, wegen /*(0) = 0. 

Setzt man a als sehr klein voraus, so kann für endliche 
Werthe von x e^^^ = 1 gesetzt werden, für grosse Werthe von 
a?, wo ax endlich ist oder grosse Werthe annimmt, werden die 

Functionswerthe unter dem Integralzeichen, die im Intervalle -r- 

das Zeichen wechseln, sehr klein; man erhält daher für verschwindend 
kleine Werthe von a 



00 

Biabx , , 9r 



J x ^-^ — 2 





das obere Zeichen für positive, das untere Zeichen für negative 
Werthe von b genommen. 



♦ ■•*• 



